
Costruiamo da un modello microscopiar (e otunque
probabilistico , viste le premeses del El principio della
termodinamica e della funzione di stato de ne fomisse
una realizzazione quantitativa.
Qui ci limiteremo a una giustifications basataIn uno
specifico esempio di processo termodinamico nas reversibile,
avevo l'espansione libera di Jouls del gas ideale.

Questo caro di studio forirà comunque la chiave di lettura

microscopica del principio molto più generale.

↳ trasformazione che riprendiamo ·è Quind tale da portare irreversibilmente
n moli del gas ideale dallo stato

di equilibrio P
,
V
,
T a quello P, IV, T :

con DU =Q-W= 0 e @Sgr-Sumir= nR In 1

Vogliamo rispondere a queste domande in una visione
microscopica , avero terendo conto della natura

" atomica"

del gas secondo is modello circtico :

· per quale motivo gli atomi del gas si muovono
&

fas a occupare tutte il volume /CV) a disposition
t

quando la parete di separazione citne rimossa ?

· Se si muovono liberamente
,
nercé gli atomi non

tornano "Prima o poil a occupare il volume iniziale (V) ?

· L'entrano gli urti in tutto cio ? In dis mode ?

· Come mai il grado di irreversibilità ,
misurato

dalla variazione di entropia di Clausius, dipende dal

logaritmo del rapporto tra i volumi ?



Consideriamo il problema della collocazione di N oggetti in
due contenitori uguali : ande gli"oggetti" (cr qui saranno
le biglie ,opse atomi , o caramette o quello de si moles
sono identici ma "distinguibili" , avero èpribile etichettarli in

qualde modo che ci consenta di sapere da che parte stanno).

Gli N oggetti sono suddivisi nei due scomparti in modo di

averne
,
in generale, N-R a "sinistra" e i restanti k a"destra"

.

Ovviamente K = 0 /tutti gli oggett a finisha] , 1 , 2....,N [tuthi

gli oggetti a
destras.

A seconda di quanti sono gli oggetti da suddividers, it

conteggio delle modalità di collocatione può esire fatto
in

modo esplicito relativamentesemplice , utilizzando le repla

fondamental del calcolo combinatorio.
Usiamo però delle

convenzioni Mecise her indicate quell che ci serve per questo

conteggio. Se N= 1 c'è ban poco da contare :
l'unico

oggetto e o a finistra oppure a destra.

Se N=2 indicious i due oggetti con l'insieme [a ,b3-i

simboli sono "etichette" per distinguere i due oggettide però
sono identici.

le possibilità sono queste 4 : all-alb bla lab
I casi con entrambe gli oggetti in un contenitie (k=2, k =0) li
indiciamo con il simbolo [210]

,
[012]

,
i casi con un

oggetto per parte (k =1) can it cimbols [111].
Chiamiamo il simbol [N-k1k] partizione e il numero
di modi di realizzar la partizione la sen molteplicità W[N-k(k]
Con N= 2 ci sono allora 3 partizioni conmolteplità 1e 2 :

Wazion = Wall = 1 : Weinz=



Prendiamo N=3 : le possibilità esplicito sono queste

ab, apC a b
- ab Ghone in totale

acb ba 8 realizzazioni

b, a Cab moblicite in 4

partizioni :

[310] (211] [112] [013]
molteptità 1 3 31

Per sicuressane vediamo ancora un altro
,
N = 4 :

·~

adi
Ci sono in totale 16 realizzazioni

i holdinise in 5 partizioni

W w
or

ba
a

WI410] Cale] (212] W(113] W(014]
a molteplicità 1 4 6 ↳ I

In generale aseriamode ci sono N+1 partizioni (cioé maniera
di scrivere N come somma di due intesi] e de il numero

totale di peribili " realizzazioni" di (N-K/K] oggett i pani
a 2N . Vogliamo però anche determinare quanti sono i
modi di riempire le due scatole a partire dalla partitione
data con N-R case a"sinistra" e R a "destra".

Il ricultato desiva dal calcolo combinatorio elementare (asue cotta

basato sul principio di induzione) : i modi di dispone N

oggetti seguali (ma distinguibili) nella partizione [N-K/b]
sono le combinazioni "semplici" (oveno senza permutationi o

disposizioni) di N oggett presi alla volta . Questo

numer è dato dal coefficiente binomiale (Newton) de è

ande ottibile in mode elementare dal triangol
di Tartaglia :



molteplicità di (N-blk] = WEx-rim) = (*) = Sm=)!
·
1231
14641

1 5 201051
nero per date N le N+1 partizioni sono popolate in

--- (& ) modi diversi.

Per cominciare a usare la terminologia più adatta alle question
de interessano qui, una data partitions [N-k1k] e dette

MACROSTATO del sistema ; ciascuna partizione è realizzata

occupandole in CN
,
b modi ciascuno dei quali è un MICROSTATO

anociate al macrostato corrispondente.

Si può pensare/dire che gli N oggetti vengono dispett in N+
1

macrostati (N-KId] : non ci interesa di quali oggett
sono da una parte o dall'altra ,

li basta dis de ce ne

sono N-K a "Sinistra" e k a "destra" : il macretato a

dice quanti oggetti ci sono. Quando però vogliamo contar

e individuare qualicono gli oggettinei due lati usiamo i-

microstati corrispondenti (sono diversi proprio perde in esi
contano i particolari oggetti collocati) .

Nell'esempio di poco fa , com N=4 ci sono 5 macrestati,

con 4
,
3
,
2
,

1
,

0 oggetti a sinistra ; questi macrestati sono

realizzati/popolati rispettivamente da 1
,
4
,
6
,
4
,
1 microstati

(questi numeri sono i coefficienti binariali (2) , k =0...., 4) .

la domanda de da si piò fare è di tipo probabilistico :
se dovelino scommettere su uno specifico MICROSTATO

,

Siccome

c ne como IN (che è infatti il risultato della somme
N

di tutti i coefficienti binomiali , [() = 2") , e siccome

sono per costruzione ugualmente probabili , la probabilità



di ottenerlo e semplicemente 1/2N (casi ponibili).
Similmente, la probabilità di selezionare un dato MACROSTATOI
avevo l'insieme esione di () micretati , e data dal

rapporto
PN-Ka] = WWNn]

=

N !
2N 2Nk ! (N-r) !

mes tra il numero di microstati associati al macrostato (N-K/k].

Questo numero esprime anche la probabilità di ottenere gli N oggetti
dispoti nelle due scatole nellapartizione [N-K/k] avudal
collocati in modo puramente casuale (per esempio, lanciando una

11

moneta non truccata e mettendo l'oggetto a"sinista se esse testa

ofun a"destra" se esse croce].
Se ne deduce subito ce il macrostato più probabile èquell
con massima molteplicità di microstati : quindi quello pie
sparpagliato. Vale la pena provare con

dei numeri.

Se N=4
, P(4= P(1)=

owers (2/2] e 6 volte pin probabile (= frequente ,popolata) di [410]

sN =8
,
Polo=Pin=

ovvero (4/4] i 70 volte più probabile (= frequente , popolate] di 1010]

↓ N =20
, Ppolo): -10 : Po= 0 . 2

220

(10/10] i ~ 200 . 000 volte mi probabile di [2010]

se N = 40
, P(polo]-10- , P12120]-O (100 miliani pie

Nobabile (

se N = 100 = 10mic probabil N = 1000 - 10299 più probabile.

Notare che il numerodi atomi nell'universo è~1080. E stiamo parlando di N =1000 !



Ande se lamobabilità frequentistica è definita come rapporto tra
casi favorevoli e casi possibili, da qui in avanti (e , più wells

specific, in meccanica statistica) si utilizza come probabilità
termodinamica direttamente ilnumero di micristati

,
anche

perci ciò che di solito interessa è il rapporto tra probabilità
anociate a differenti machstati :

&=W
Per esempio, abbiamo già calcolato questo rapporto della probabilità
tra i macristati maggiormente popolato , [N/2/N/2] e quello
singolarmente popolato, [N/O] :

PIE]
· W-WSel) = N ! / ((N(2) !)

P[NIO] W[N/O]

Consideriamo da una domanda che permette di introdurre

un'idea sul grado di informazione) accessibile sul sistema

degli N oggetti dismusti nei due contenitori secondo un
dato machstats (N-R , k] . La domanda chiede la

probabilità di pescare un dato oggetto in uno dei due lati
del contenitore : è Ponibile even certi al 100% di avere
successo (l'oggetto è in un determinato lato) solo te il

macretat i [N1O] o il car "Simmitico" [OIN].
Si afferma anche che , in riferimento a questa domanda ,

c'è

malrima "informazione" o massimo "orline" [Sappiano
esattamente in quele leto del contenitore (non) di

trova

maxl'oggette]:M # disonline

/N desia 50% sinistra/destra



Attenzione al fatte che parlar di ordine/informazione ha

significato solamente specificando il criterio che citi è
dati per definire la domanda : se si parla di "lato
del contenitore" allora la rispeta è basata sulle molteplicità
posisionale del macrostato. Però un altro criterio di

oroline - indipendente - potrebbe even , per esempio, relativo
al colore dell'oggetto, o alla sua dimensione,o qualsias
altre proprietal "traccialite".

Nel caso di posisionamento a sinistral o a destrale vale che:

Macrostato Informatione Probabilità Molteplicita"
Conline)

I[NIO] max
,
100% (N)/N N[N-1/1] diminuisce

a nY

[NIN] ~ 50% N/N]

Diventa relativamente semplice (e conveniente) costrurie una

funzione che abegha un valore quantitatico alla mancanza
di informazione o al grado di "disordine" del Sistema in
un deto macretato

, sempre in riferiment auna specifics
domanda o a un criterio di (distortine.

Molidiamo questa funzione can Y = Y(W) stando attenti
che

(a) Y van explarmente con W (Sia monotona) ;
Lb) i gradi di disordine di parti delsistema si
Commino per dare il disonline totale (per air I
deve ehere estensiva) :

(C) la funzione Y funziona in generale per qualsiasi
inseme di oggetti, astratti oreali ven importa.
(quind I deve enere una funzione universals).



Partiamo allora da un sistema che è suddivito midue parti
indipendenti AeB .

Indichiamo le minso del disordine di A eB in due macrostrati

anegrati in questo mode :

Sa = Y(Wal ; YB = Y (WB) .

Siccome Y è esterina allora

Y
+a

= Ya+B = Ya + Ye = 3(wa) + Y(WB) .

Adeno ricordiamo de A e B coso indipendenti : i WA
microstati che realizzano A sono conteggiati quindi indipendente
mente da quell'e realizzanoB in WB . Quindi vale de

Wol = Wa ·Wi
come peraltro deve accorre per probabilità di eventi de sono

indipendenti.

complessivamente :

S +o = 3 (Wio) = Y (WaWB) = Y (Wa)+Y (Wis)

de euna poprietà matematica coddisfatta dal logaritmo
Che prendiamo naturale per convenienza) :

Y (W) = Clog W 12 e una certante]arbitraria

Per esempio, dati i macretati di max /min numerosità, la

differenza dei loro "disordini"e data da

6Y : [/lgWCI-bqWN] = ClogT



convieneca complificare questo risultato pensandos che
N sia "realistico"

,
avero molto grande. A questo scoro si

può utilizzare l'approssimazione logaritunica di Stirling,
secondo le quale vale la relazione

log (N ! ) = NlogN-N (N grande).

Questa approssimations formiste erroli relativi le non atoluti
piccoli. La applichiamo all'espressions che gomisce il
DY sopra vicavato nel confronto tra i macrostati di manimo

e minimo disordine :

49=Clog =ClogN ! -Clog() !]

- SfNlogN-N-2(logy-1]] = 5/NlogN-Nlog] = CNlogh.

Ci ricolleghiamo na al caso espirito dell'espansions libera
del gas quando esso raddoppia iluo volume : si tratta
esattamente del confronto tra i due macrostati di minimo

e massimo disonline "Combinatorio"
,
con il gas

che in

corrispondaya occupe it volume iniziale (tutti
i noi

atomi "a sinistra") e voi quello finale doppio (metà atori

per lats) .

L'entropia di Clausius, termodinamica, varia come ricordato di
-S = nR log 2

Pariamo confrontare questa variazione con quella della

funtions"disopline Ye commiss che sono le stes pur

di sceglie come contanti a molteplicare [N = nR
I

ovvero C = nR/N = R/NA = Ri (Astante di Boltzmann) .



Di conseguenza, la misura statistica del disordine ,
riferito al posizionamento degli atomi nei dus lati del
contenitive

,
è machscopicamente e termodinamicamente

coincidente con l'entralia del sistema nelle forma

S = 9 (W) = EslogW

Questa relazione , forse le in importante e suggestiva della
fisica, afferma che l'entropia di Clausins e in realtà
una misura statistica del disordine del sistema.

Il I principio della termodinamica, che prevede la non

diminuzione di S in un sistema isolato che si

avvicina scontaneamente (inrecessibilmente) all'equilibrioI
va interpretate come evolutions spontance verso stati

di maggiore disonline statistico , ow con marim

molteplicità del machstato che descrive l'equilibrio
Co

, equivalentemente , lo stato con minore information
configurationale) .
Le collisioni meccaniche tra gli atomi di fatto " esplorano"
moltissimi microstati legalmente probabili) permessi dal sistema nel
senso microscopico : questo non ha nulla di intrinsecamente
irreversibile. Però, da un punto di vista macroscopico , sono

le configurazioni realizzate darii micristati che vengono
più frequentemente realizzate : questacorrispondono ai
macretati più dicordinati statisticamente.

Questa lettura va sotto il nome di ipotesi eugodica.


